OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala, Bragov, februarie 2010
Clasa a IX-a

Solutii si bareme

SUBIECTUL I
a) Ecuatia poate fi scrisa de forma = +5 = (2[z] + 1) - {IQJFQI*S], T # 2,

o %3 . . 2 .
de unde observdm ca x € Z. Atunci, [z] = x si [W} =+ {3], iar

Observam z = 1 solutie. Pentru a demonstra ca este unica, vom analiza cazurile:
1. 2 > 1, atunci 0 < %_‘_2 < 1, deci [z%} = 0. Ecuatia devine 222 = 5 si nu
are solutii intregi.
2. z < =5, atunci —1 < m < 0, deci [%4—2] = —1. Ecuatia devine 22 — z —
3 = 0 si nu are solutii intregi.

3. x € {—5,—4,-3,—1,0} care nu verifici ecuatia data.
Prin urmare, x = 1 solutie unica.....3p
—

b) Fie O un punct arbitrar al planului. Atunci, pentru a+b = 1, relatia AD =

— —_— — —_— — —_— — —_— = —— —
aBA+bBC+CD devine OD—0OA = a(OA-OB)+(1—a)(OC-0OB)+0D-0C,

— —

adica AB = aC A ceea ce justifica faptul ca punctele A, B, C sunt coliniare.....2p

SUBIECTUL 11

Daca AABC este echilateral bisectoarele, sunt mediane, deci
—_— = —

— —_— -  — I —  —

2AD = AB+AC,2BF = BA+BC,2CE =CB+CA = 2(AD+BF+CEFE) =

—_ s — — = — —

AB+AC’+BA+BC+C’B+CA—0 ......................... 3p

Remproc AD + BF + C’E = 0 Notam BC = a, AC = b, AB = c¢. Atunci
— —_—

—
bAB+cAC cBC+aBA aCA+bCB
AD = bAB+eAC BT — cBChaBA OF — oCALWOE ||| . 1p

—_— =

(02 — a®)cAB + (¢ — b*)aBC + (a®> — A)bCA=T1.
Dar, CA= f(A—B) + B—C)') si astfel
(b%c — a*c — ba® + bc? )AB+(ac —ab® —ba® +bc*)BC = 0 ......... 1p



— —
Cum AB si BC necoliniari = a® = b? si deci AABC este echilateral.....2p
SUBIECTUL III
a) x3=+V3sizs=V3V3+1l.... 1p;
b) T3 <2, 24 <3 1p
Presupunem z,,_; <n —2, z, <n — 1 si demonstam x,,+1 < n.

Tnt1 = /My + Tt = V12 =2 < N 2p

¢) Demonsrtdm z, >n— 2, (V)n > 3.
r3=vV3>1,24=/3-1+1>2 25=v4-2+1>3....0p

Presupunem x,,_1 > n — 3, x, > n — 2 gi demonstam x, 1 >n — 1.

Tpt1 = /NTp + Tp—1 = VN2 —n—-3>n—1.... 2p

Darn—2 <z, <n-—1,deci z, €N, (V)n > 3......... 2p
SUBIECTUL 1V

1. Folosim (1+k)? =1+ 3k + 3k? + k3...1p
Sumand apoi pentru valori ale k de la 1 la n, obtinem (n+1)3 = (n+1)+
35 + 370 " de unde gisim § = M) 3

n
2. Cum Y k? = %, avem:
k=1

n n n

ozixi—zzkaZH: (zr, — k)2 >0,....2p
P

k=1 k=1 k=1 =1

de unde xx = k.....1p



